
 
 

OLIMPIADA NAŢIONALĂ DE MATEMATICĂ 

– ETAPA LOCALĂ, 7.02.2026– 

Clasa a XII-a 

 
SUBIECTUL 1 (22,5p) 

Se consideră funcția  𝑓: ℝ ⟶ ℝ, 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) și legea de compoziție,  

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥√𝑦2 + 1 + 𝑦√𝑥2 + 1, pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ.  

5,5p a) Arătați că funcția f este bijectivă. 

10p b) Demonstrați că 𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

 7p c) Arătați că legea de compoziție ” ∗ ” este  asociativă. 

Soluție: 

a) f’(x)=
1

√𝑥2+1
> 0, ∀𝑥 ∈ ℝ ⇒ f este strict crescătoare pe ℝ ⇒ 𝑓 este injectivă  2p 

 Funcția f este continuă pe ℝ, lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞, lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = ∞ ⇒ 𝐼𝑚(𝑓) =  ℝ 2,5p 

 f funcție  injectivă și surjectivă ⇒ f bijectivă 1p 

 𝑏) 𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) = ln (𝑥 ∗ 𝑦 + √(𝑥 ∗ 𝑦)2 + 1)  

(𝑥 ∗ 𝑦)2 + 1 = (𝑥√𝑦2 + 1 + 𝑦√𝑥2 + 1)
2

+ 1 = 𝑥2(𝑦2 + 1) + 𝑦2(𝑥2 + 1) +  

+2𝑥𝑦√𝑥2 + 1 ∙ √𝑦2 + 1 + 1 = 

=(√𝑥2 + 1 ∙ √𝑦2 + 1 + 𝑥𝑦)
2
 

 

 

5p 

𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) = ln( 𝑥√𝑦2 + 1 + 𝑦√𝑥2 + 1 + √𝑥2 + 1 ∙ √𝑦2 + 1 + 𝑥𝑦) =  

= 𝑙𝑛(𝑥 + √𝑥2 + 1)(𝑦 + √𝑦2 + 1) = ln(𝑥 + √𝑥2 + 1) + ln(𝑦 + √𝑦2 + 1) =  

= 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  

 

5p 

 

 

 c) Trebuie să arătăm că (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧), ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ 1p 

𝑓((𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧) = 𝑓(𝑥 ∗ 𝑦) + 𝑓(𝑧) =  𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑧), ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ  

𝑓(𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧)) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦 ∗ 𝑧) =  𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑓(𝑧), ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ  

4p 



 
 

Funcția f este injectivă și 𝑓((𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧) = 𝑓(𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧)), ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ ⇒ (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗

(𝑦 ∗ 𝑧), ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ 

2p 

 

SUBIECTUL 2 (22,5p) 

Se consideră mulțimea G={(
𝑎 3𝑏
𝑏 𝑎

) , 𝑎2 − 3𝑏2 = 1, 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ }. 

11,5p a) Demonstrați că G este parte stabilă a lui 𝑀2(ℝ) în raport cu înmulțirea. 

11p b) Demonstrați că (G, ∙) este  grup cu o infinitate de elemente. 

Soluție: 

a)Fie 𝑀1 = (
𝑎1 3𝑏1

𝑏1 𝑎1
) , 𝑎1

2 − 3𝑏1
2 = 1, adică 𝑑𝑒𝑡𝑀1 = 1,  𝑎1, 𝑏1 ∈ ℤ, 

 𝑀2 = (
𝑎2 3𝑏2

𝑏2 𝑎2
) , 𝑎2

2 − 3𝑏2
2 = 1,   adică 𝑑𝑒𝑡𝑀2 = 1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ ℤ 

𝑀1𝑀2 = (
𝑎1𝑎2 + 3𝑏1𝑏2 3𝑎1𝑏2 + 3𝑏1𝑎2

𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2 𝑎1𝑎2 + 3𝑏1𝑏2
) = (

𝛼 3𝛽
𝛽 𝛼

), 𝛼, 𝛽 ∈ ℤ; 

Det 𝑀1𝑀2 = 𝑑𝑒𝑡𝑀1 ∙ 𝑑𝑒𝑡𝑀2 = 1, așadar 𝑀1𝑀2 ∈G și G parte stabilă 

b) 

Asociativitate 

𝐼2 element neutru 

𝑀′ = (
𝑎 −3𝑏

−𝑏 𝑎
) ∈ 𝐺,  este inversa lui M 

Matricea A= (
2 3
1 2

) ∈ 𝐺 

Toate puterile naturale ale lui A sunt distincte, 

deci G are o infinitate de termeni. 

 

 

 

 

6p 

 

5,5p 

 

3p 

3p 

3p 

 

1p 

 

1p 

 

SUBIECTUL 3 (22,5p) 

7,5p  a)Arătați că ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥, ∀𝑥 ∈ (−1, ∞). 

15p b) Demonstrați că ∫ 𝑥ln(1 + 𝑒−𝑥2
)𝑑𝑥 <

𝑒3−1

2𝑒4

2

1
. 

SUPLIMENTUL GAZETA MATEMATICĂ 

 

Soluție: 

 

a) Fie 𝑓: (−1, ∞) → ℝ, 𝑓(𝑥) = ln(1 + 𝑥) − 𝑥 

 Avem f’(x)=−
𝑥

𝑥+1
, ∀𝑥 ∈ (−1, ∞). 

 

 

2,5p 

f’(x)> 0, ∀𝑥 ∈ (−1,0) implică f strict crescătoare pe intervalul (−1,0) ,  

f’(x)< 0, ∀𝑥 ∈ (0, ∞), implică f strict descrescătoare pe intervalul (0, ∞),  

 

3p 



 
 

Deducem 𝑥 = 0 punct de maxim absolut ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(0), ∀𝑥 ∈ (−1, ∞) ⟺

 ln(1 + 𝑥) ≤ 𝑥, ∀𝑥 ∈ (−1, ∞). 

2p 

b)Conform subpunctului a) se obține :  

𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝑥2
) <  𝑒−𝑥2

, deoarece 𝑒−𝑥2
> 0 

3p

  

∫ 𝑥𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝑥2
)𝑑𝑥 < ∫ 𝑥

2

1

2

1

𝑒−𝑥2
𝑑𝑥 

 

 

2p 

∫ 𝑥𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝑥2
)𝑑𝑥 < ∫ 𝑥

2

1

2

1

𝑒−𝑥2
𝑑𝑥 = −

1

2
𝑒−𝑥2

|
1

2

 
8p 

 

−
1

2
(

1

𝑒4
−

1

𝑒
) =

𝑒3 − 1

2𝑒4
 

De unde rezultă ∫ 𝑥𝑙𝑛(1 + 𝑒−𝑥2
)𝑑𝑥 <

𝑒3−1

2𝑒4

2

1
 

 

2p 

 

SUBIECTUL 4 (22,5p) 

Se consideră funcția 𝑓: [2026, 2027] → ℝ, dată de   

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3) … (𝑥 − 2025). 
 

11,5p a) Calculați ∫
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥.

2027

2026
 

11p b) Calculați∫
𝑓′′(𝑥)𝑓(𝑥)−(𝑓′(𝑥))

2

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥.

2027

2026
 

Soluție: 

 

a)∫
𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 = ln(𝑓(𝑥)) |

2027
2026

=  𝑙𝑛
𝑓(2027)

𝑓(2026)
=

2027

2026
  

 ln
2026!

2025!
= ln2026. 

b) ∫
𝑓′′(𝑥)𝑓(𝑥)−(𝑓′(𝑥))

2

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫ (

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
) ′𝑑𝑥 =

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)

2027

2026

2027

2026
|
2027
2026

=  

=
1

2026
+

1

2025
+. . . +

1

2
− (

1

2025
+. . . +

1

1
) =

1

2026
− 1 =

−2025

2026
 

8p 

 

3,5p 

8p 

 

3p 

 



 
 

Notă:  

Orice altă soluție corectă se punctează corespunzător.  

 


