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— ETAPA LOCALA, 7.02.2026—
Clasa a XII-a

SUBIECTUL 1 (22,5p)

Se considerd functia f:R — R, f(x) = In(x + Vx2 + 1) si legea de compozitie,

x *y = x/y2 + 1+ yVx2 + 1, pentru orice x,y € R.

5,5p a) Aratati ca functia f este bijectiva.

10p b) Demonstrati ca f(x * y) = f(x) + f(y) pentru orice x,y € R.

7p c) Aratati ca legea de compozitie ” * ” este asociativa.

Solutie:

a) f(x) :ﬁ > 0,Vx € R = feste strict crescatoare pe R = f este injectiva

Functia f este continud pe R, lim f(x) = —oo, lim f(x) =0 = Im(f) = R
X——00 X—00

f functie injectiva si surjectiva = f bijectiva

by flxxy) =In(x*y+(x*y)*+1)

2
Cry)?+1=(x/y? +1+yVa? +1) +1=x2(2+ 1) +y* (2 +1) +

+2xyVxZ + 1y +1+1=

=(Vx2+1-y2+1 +xy)2

fOxy)=In(x/y2+1+yVa2 + 1+ Va2 +1-Jy2+1+xy) =
=ln(x+Vx2+1)(y+yy2+1)=In(x+Vx2+ 1) +In(y +yy2 + 1) =

=f@)+f)Vxy€ER

¢) Trebuie sa aratamca (x *y) *z =x* (y *2),Vx,y,Z €ER
f(xxy)*2) = fxx N+ f(2) = f)+fO)+f(2),Vxy,z€R
fxx*2)=f)+fly*2)= f)+fO)+f(2,Vxy,zeR
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Functia f este injectivasi f((x xy) *z) = f(x * (y *2)),Vx,y,ZER > (x xy) xz = x x
(y*z),Vx,y,z€R

SUBIECTUL 2 (22,5p)

Se considerd multimea G:{(a 3b

2 __ 2
o %).a?-3b*=1label}
11,5p a) Demonstrati ca G este parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea.
11p b) Demonstrati ca (G, -) este grup cu o infinitate de elemente.
Solutie:
. _(a; 3bg
a)Fie M; = (b1 a

3b
M, = (ZZ 2>,a22 —3b,° =1, adicidetM, =1, a, b, €Z
2 Qp

),alz - 3b12 = 1, adiCé detM1 == 1, al, bl (S Z,

a,a, + 3b,b, 3a,b, + 3b,a, a 306

MM = ( ab, + bya, aja; +3b1b, ) - (,3 a > @p €1 6
Det MM, = detM; - detM, = 1,asadar MM, €G si G parte stabila 5
b)

Asociativitate 3
I, element neutru 3
M = ( a _3b) € G, este inversa lui M 3

-b a

Matricea A= (i g) EG 1
Toate puterile naturale ale lui A sunt distincte,

deci G are o infinitate de termeni. 1

SUBIECTUL 3 (22,5p)
7,5p a)Aratati cd In(1 + x) < x,Vx € (—1, ).

3_
15p b) Demonstrati ci flz xn(1 + e *)dx < £

2et’

2p

SUPLIMENTUL GAZETA MATEMATICA

Solutie:

a)Fie f: (=1,0) > R, f(x) =In(1+x) —x

Avemf’(x)z—ﬁ,Vx € (—1, ).

f(x)> 0,Vx € (—1,0) implica f strict crescatoare pe intervalul (—1,0),

f(x)< 0,Vx € (0, ), implica f strict descrescatoare pe intervalul (0, =),

3p
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Deducem x = 0 punct de maxim absolut = f(x) < f(0),Vx € (—1,0) <

In(1+x) <x,Vx € (—1,).
b)Conform subpunctului a) se obtine :

In(1+e*") < e™**,deoarece e™*" > 0

2 2
f xin(1 + e_xz)dx < f xe * dx
1 1

2 2 2 2 1 22
j xin(l+e™™ )dx<J xe ¥dx=—=-e7"*
1 1 2 1
1(1 1>_e3—1
2\et e/ 2e*

De unde rezultd | 12 xln(1+e

SUBIECTUL 4 (22,5p)
Se considera functia f:[2026,2027] — R, data de

fX)=G@x—-1x—-2)(x—3)..(x—2025).

11,5p a) Calculati f22002267 ]; ((x))

11p b) Calculati f22002267 f'eof ;3;)( gf (x)) ix.

Solutie:

a)f2027f ) dox ln(f(x)) |2027 In f(2027) _

2026 f(x) 2026 F(2026)
In222% _ 1n2026.
2025!
2
2027 F" (OF )—(f' () 2027 (F'ON, . ') ]|2027
®) f1026 F2(2) dx = Jy02 (f(x)) = Foo 12026

1 —2025
=+ — 4.t (o=t ) === 1=
2026 2025 2025 2026 2026
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Nota:

Orice alta solutie corectd se puncteaza corespunzator.



