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SUBIECTUL 1 (22,5p)
11p a) Demonstraticd 1 + 3 + 5 + --- + (2n — 1) = n?, pentru orice n € N*,
11,5p b) Demonstrati ca
1-14+43-1+3)+5-14+3+5)+-+2n—-1)-[14+3+5+ -+ (2n—-1)]
nn+1)@Bn?+n-1)
G )

pentru orice n € N*.

Prof. Claudiu Militaru
Solutie:
a) Pm):1+3+5+--+@2n—-1)=n%neN
Putem folosi metoda inductiei matematice:

Verificare: P(1): 1=12 4p
Demonstratie: P(k) — P(k + 1)
1+3+5++QRk+1)=[14+3+5++QRk—1)+2k+1]= 4p
=k?+ 2k +1 = (k+ 1)?%, deci P(k + 1) este adevirati si P(n) adevirati pentru orice n 3p
natural, nenul.

b)

n(n+1)(3n%+n-1)
6

Verificare: Q(1): 12% adevarat; 3p
Demonstratie: Q(k) — Q(k + 1)
1-1+3-2245-324+..4+2k+1)-(k+1)?=

(k+1) (k+2)(3(k+1)?
6
natural, nenul.

n € N*. 4p

Propozitia devine Q(n): 1-1+3:22+5-32+ -+ (2n—1)-n? =

K DEIPD) 4 (2k + 1) - (k + 1)% =

2,5p
tet1-1) ,deci Q( k + 1) este adevarata si Q(n) adevarata pentru orice n 2p

SUBIECTUL 2 (22,5p)

Coardele AB si CD ale cercului C(0,r), situate la distantele 6, respectiv 8 de centrul cercului sunt
perpendiculare si se intersecteaza in punctul P. Se considera punctele M si N mijloacele coardelor 4B,
respectiv CD.

7,5p a) Sa se arate ca oM = %(ﬁ + ﬁ),
15p b) Sa se calculeze modulul vectorului U = PA+PB +PC+PD
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a)

In triunghiul AOM, avem OM = 04 + AM

2p
In triunghiul BOM, avem OM = 0B + BM 2p
Seob‘;ineZ-O_M)=0_A)+m+O_B)+Wﬁ2-OT4)=07+0?,deoarece 3,5p
AM + BM = 6, de unde rezulta concluzia.
b) PA=PO0 + 04, PE = PO + OB, PC = PO + OC, PD = PO + 0D, 8p

i=PA+PB+PC+PD=4-PO+0A+0B+0C+0D=4-P0+2-(OM +0ON) 2p

OMPN este dreptunghi deoarece are trei unghiuri drepte (de unde rezulta ca toate 2p
unghiurile patrulaterului OMPN sunt drepte)

OM +0ON=0P=1=2-P0 2p
li|=|2 - PO| =2-PO =20 1p

SUBIECTUL 3 (22,5p)
Fie ABCD un patrulater si O intersectia diagonalelor acestuia. In exteriorul siu se considera punctele

E si F astfel incat D si C sunt centrele de greutate ale triunghiurilor AEO s1 BFO. Stiind ca EF =

24B, aratati ca ABCD este paralelogram.
GAZETA MATEMATICA

Solutie:
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Consideram O reper;

D centrul de greutate al triunghiului 4AEO, deci 30D = 04 + OE + 00 = 04 + OE. Sp
C centrul de greutate al triunghiului BFO, deci 30C = 0B + OF + 00 = OB + OF. Zp
EF = OF — OE=30C — OB — 30D + 04 = 3DC — AB P

Asadar 24B =3DC — ZE), de unde avem DC = Zﬁ, deci ABCD paralelogram.

SUBIECTUL 4 (22,5p)

10,5p a)Sa se arate ca dacd x > 1, atunci este verificata inegalitatea:
xVx—12=22(x—-1)

12p b) Se considera numerele a, b,c > 1, astfel incita + b + c = 6.

S se arate ci ava — 1 + bvb — 1 + cv/c — 1 > 6. In ce caz are loc egalitatea?
Prof. Gheorghe Craciun

a) xWx—-1=22x-1Dex*x-1)=24x-1)? e 3,5p

& (x — 1)(x — 2)? = 0, adevirat, deoarece x > 1 si (x —2)2 = 0,Vx € (1,0) 5p
b) Aplicam succesiv inegaliatatea demonstrata la a) si obtinem :
ava—-122(a-1) 6p
bWb—122(b-1)
ce—122(c-1)

Adunand inegalitdtile de mai sus membru cu membru se obtine :

ava—-1+bVb—14+cVc—1=22(a+b+¢c)—6= 2p
sava—1+bVb—1+cVc—126 2p
Egalitatea are loc daci si numai daci (a — 1)(a —2)?> + (b— 1)(b — 2)? + 2p

(c—=1D(c—-2)?=0,abc>1ea=b=c=2

Nota:

Orice alta solutie corectd se puncteaza corespunzator.



